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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ âåñîì, ïðèíèìàþùèì áåñêîíå÷-
íûå çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ äâóìåðíîé îáëàñòè. Äëÿ óíêöèé ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî Õàðäè. Óñòàíàâëèâàþòñÿ òåîðåìû âëîæåíèÿ â âå-
ñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è òåîðåìû î ïåðåíîðìèðîâêàõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåðàâåíñòâî Õàðäè, âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà, òåîðåìû âëî-
æåíèÿ, òåîðåìû î ïåðåíîðìèðîâêàõ.
Ââåäåíèå
Íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â âîïðîñàõ àíà-
ëèçà: â òåîðèè óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâ
óíêöèé, ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëüíûõ è äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è àíà-
ëèçå ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé.
Îòíîñèòåëüíî èíòåãðàëüíîãî íåðàâåíñòâà Õàðäè [1, ñ. 289℄ ñ âåñîâîé óíêöèåé
ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [2, ñ. 120℄:
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(x), µ(x) ≥ 0 íà (0, c) , µ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, c] ,



















Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Õàðäè ïîëó÷àåòñÿ îòñþäà ïðè µ(x) = x . ×àñòî ýòî
íåðàâåíñòâî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñòåïåííûõ âåñîâûõ óíêöèé µ(x) = xα . Èìåþòñÿ
îáîáùåíèÿ íåðàâåíñòâà Õàðäè íà ìíîãîìåðíûå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ãäå â êà-
÷åñòâå âåñîâûõ óíêöèé áåðóòñÿ ïîäõîäÿùèå ñòåïåíè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè îáëàñòè
äî åå ãðàíèöû.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà òèïà Õàðäè äëÿ
óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ñ âåñîì, ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè
ïðèáëèæåíèè ê íåêîòîðîé òî÷êå âíóòðè äâóìåðíîé îáëàñòè. Íà îñíîâå ýòîãî íåðà-
âåíñòâà óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà ñ âåñîì óêàçàííîãî òèïà,
òàêèå êàê òåîðåìû âëîæåíèÿ è òåîðåìû îá ýêâèâàëåíòíûõ íîðìèðîâêàõ.
1. Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà è Ñîáîëåâà ñ âåñîì, êîòîðûé
ìîæåò èìåòü îñîáûå òî÷êè âíóòðè îáëàñòè. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò ïðè
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îïèñàíèè ðåøåíèé äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â êîýèöè-
åíòàõ äèåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è/èëè â ïðàâîé ÷àñòè. Ïî òåîðèè ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà ñ âåñîì, ñèíãóëÿðíûå òî÷êè êîòîðîãî ëåæàò íà ãðàíèöå îáëàñòè, èìååòñÿ
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàèè [3, 4℄ è ññûëêè â íèõ).
Ïóñòü Ω = {x ∈ R2 : |x| < d}  êðóã ðàäèóñà d , Ω0 = Ω \ {0} . Åñëè ρ(x)  íåêî-
òîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïî÷òè âñþäó óíêöèÿ íà Ω , íàçûâàåìàÿ âåñîì, òî ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2,ρ(Ω) êàê ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî
Ëåáåãó óíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé





= |ρu|0 = |ρu|0,Ω.
Òîãäà ÷åðåç H1ρ(Ω) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî óíêöèé ñ êîíå÷íîé ïîëóíîðìîé
|u|1,ρ = |∇u|0,ρ = |ρ∇u|0. Åñëè ρ(x) ≡ 1 , òî âìåñòî H1ρ(Ω) áóäåì ïèñàòü H1(Ω) .
Âñþäó äàëåå ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âåñîâûå óíêöèè èìåþò âèä ρ(x) = ρ1(|x|) , ãäå
ρ1 : (0, d] → (0,+∞)  íåêîòîðàÿ ìîíîòîííàÿ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ. Áîëåå òîãî,
äîïóñêàÿ âîëüíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ, íî óïðîùàÿ çàïèñü, ìû áóäåì ρ1 îòîæäåñòâ-
ëÿòü ñ ρ , òî åñòü åñëè x ∈ Ω è t = |x| , òî ρ(x) = ρ(t) . Ïîñêîëüêó îñîáåííîñòü òàêîãî
âåñà (îáðàùåíèå â íóëü èëè áåñêîíå÷íîñòü) ìîæåò áûòü ëèøü â òî÷êå x = 0 , âíå
îêðåñòíîñòè íóëÿ ãðàäèåíò óíêöèè èç H1ρ(Ω) èíòåãðèðóåì ñ êâàäðàòîì. Ïîýòîìó
äëÿ òàêèõ âåñîâ â êà÷åñòâå íîðìû ïðîñòðàíñòâà H1ρ(Ω) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
íîðìó ‖u‖1,ρ = |u|1,ρ + |u|0,D , ãäå D ⊂ Ω0  ëþáîé êîìïàêò íåíóëåâîé ìåðû â R2 .
àçëè÷íûé âûáîð D ïðèâîäèò ëèøü ê ýêâèâàëåíòíûì íîðìàì, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå (ñì. òåîðåìó 5).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ óíêöèé u ∈ H1(Ω) è èêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ Ω
íåëüçÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå (èëè ¾ñëåä¿) u(z) êàê ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé óíê-
öèîíàë íà H1(Ω) . Äðóãèìè ñëîâàìè, äåëüòà-óíêöèÿ δz , ñîñðåäîòî÷åííàÿ â z è
äåéñòâóþùàÿ ïî îðìóëå (δz , u) = u(z) , íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñîïðÿæåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà H1(Ω)′ . Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà âåñîâóþ óíêöèþ ρ(x)
äëÿ óíêöèé u ∈ H1ρ(Ω) ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå óíêöèè u(0)
â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå z = 0 , òî åñòü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðîñòà ρ(x) â îêðåñò-







dt, ω(x) = ω0(|x|). (1)
Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ ω ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1ρ(Ω) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ω(0) <∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
∇ω(x) = ω′0(|x|)∇|x| = −
x
|x|2ρ2(x) ,
îòêóäà äëÿ Ωε = {x ∈ Ω : |x| > ε}
∫
Ωε






Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïî ε→ 0 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Çàìå÷àíèå 1. Èç óñëîâèÿ ω(0) < ∞ ñëåäóåò, ÷òî ρ(0) = +∞ . Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâî H1ρ(Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â H
1(Ω) .
Ëåììà 2. Åñëè ω(0) =∞ , òî íàéäåòñÿ òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ
â Ω0 óíêöèÿ u ∈ H1ρ(Ω) , ÷òî u(0) =∞ .




æèò ïðîñòðàíñòâó L2(0, d) . Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ óíê-











dt è u(x) = u0(|x|).
Ïî ïîñòðîåíèþ u(x) íåîòðèöàòåëüíà è âñþäó íåïðåðûâíà â Ω , çà èñêëþ÷åíèåì
òî÷êè x = 0 , â êîòîðîé îíà ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå. Êðîìå òîãî, ïî-
ñêîëüêó
√
tρ(t)u′0 = −v0 ∈ L2(0, d) è |∇u(x)| = |u′0(|x|)| , òî
∫
Ω
|ρ(x)∇u(x)|2 dx = 2pi
d∫
0




òî åñòü u ∈ H1ρ(Ω) .
Ëåììà 3. Åñëè ω(0) < ∞ , òî äëÿ ëþáîé óíêöèè u ∈ H1ρ(Ω) è ëþáîãî ε > 0
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∫
|x|<ε
|u| dx ≤ cε2‖u‖1,ρ, (2)








Äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè u ∈ H1ρ(Ω) ïðè s, t ∈ (0, d) îöåíèì â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ |u(t, ϕ)− u(s, ϕ)| , èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ÊîøèØâàðöà:
|u(t, ϕ)− u(s, ϕ)| = |
t∫
s








Èíòåãðèðóÿ ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå è ñíîâà èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ÊîøèØâàðöà
äëÿ èíòåãðàëà ïî ϕ , ïîëó÷èì
2pi∫
0







rρ2(r)|∂ru(r, ϕ)|2 dr dϕ
)1/2
≤ c|u|1,ρ,




|u(s, ϕ)| dϕ ≤
2pi∫
0
|u(t, ϕ)| dϕ + c|u|1,ρ. Óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà t è









Íàêîíåö, óìíîæàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà s è èíòåãðèðóÿ ïî èíòåðâàëó (0, ε) ,
áóäåì èìåòü ∫
|x|<ε
|u| dx ≤ c2ε2‖u‖1,ρ.
Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) δ0 ∈ H1ρ(Ω)′ ;
(ii) ω ∈ H1ρ(Ω) ;
(iii) ω(0) <∞ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé (ii) è (iii) äîêàçàíà â ëåììå 1.
Òî, ÷òî (i) âëå÷åò (iii), ñëåäóåò èç ëåììû 2. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç (iii) âûòåêàåò







ßñíî, ÷òî fε → δ0 ïðè ε→ 0 â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé D′(Ω) . Èç îöåíêè (2)
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ v ∈ H1ρ(Ω) |(fε, v)| ≤
c
pi
‖v‖1,ρ , òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fε}
îãðàíè÷åíà â H1ρ(Ω)
′
, à çíà÷èò, èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{fεn} , ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó óíêöèîíàëó f ∈ H1ρ(Ω)′ ,
êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñîâïàäåò ñ δ0 .
Ïðèìåðàìè âåñîâûõ óíêöèé ρ , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ω(0) <∞ , ÿâëÿ-
þòñÿ
1) ρ(t) = t−α, α > 0 ;






















4) ρ(t) = tα exp
β
tγ
, α ∈ R, β, γ > 0.
2. Íåðàâåíñòâî Õàðäè
Âñþäó äàëåå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ω(0) <∞ . Êàê óæå îòìå÷àëîñü
âûøå, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå H1ρ(Ω) ⊂ H1(Ω) . Êðîìå
òîãî, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïîäïðîñòðàíñòâî H˙1ρ(Ω) = {u ∈ H1ρ(Ω) : u(0) = 0} .
Ïåðåîðìóëèðóåì òåîðåìó 1 â ñëó÷àå p = 2 â äðóãîì, áîëåå óäîáíîì äëÿ íàñ
âèäå:
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Ëåììà 4. Ïóñòü âåñîâàÿ óíêöèÿ ν(t) òàêîâà, ÷òî
1
ν
∈ L2(0, d) . Òîãäà äëÿ






∣∣∣2 dt ≤ 4
d∫
0






Ýòî óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 1 çàìåíîé â íåé f íà |u′| , µ(s) íà
s∫
0




Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé óíêöèè u ∈ H˙1ρ(Ω) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∫
Ω







, µ(t) = tρ2(t)σ(t) , à σ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (3). Ìíî-
æèòåëü 4 â ýòîì íåðàâåíñòâå íåóëó÷øàåì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4 äëÿ ν(t) =
√



































r|ρ∂ru(r, ϕ)|2 + 1
r









â òåîðåìå 3 â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíî ìàêñèìàëü-
íûì. Êðîìå òîãî, 1 6∈ L2,λ(Ω) , òî åñòü λ 6∈ L2(Ω) . Äåéñòâèòåëüíî,
∫
Ω














(lnσ(t))′ dt = +∞,
òàê êàê σ(0) = 0 . Â òî æå âðåìÿ 1 ∈ H1ρ(Ω) ïî îïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó äîïîëíè-
òåëüíîå óñëîâèå u(0) = 0 ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (4) ñóùåñòâåííî.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû èíòåãðàëüíûõ îöåíîê ñ ñèíãóëÿðíûìè â òî÷êå x = 0 âåñàìè
(âñþäó u(0) = 0).
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ñòâî (4) ïðèìåò âèä:∫
Ω





Ïðèìåð 2. Äëÿ R > d ïîëîæèì ρ(t) = lnα
R
t




















3. Âëîæåíèå â âåñîâîå L2 è ýêâèâàëåíòíûå íîðìèðîâêè
Ïóñòü, êàê è âûøå, µ(t) = tρ2(t)σ(t) . Òåîðåìó 3 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê òåîðåìó




, ïðè÷åì êîíñòàíòà âëîæåíèÿ 2 â îöåíêå íåóëó÷øàåìà:
|u|0,λ ≤ 2|u|1,ρ.
Îäíàêî âñå ïðîñòðàíñòâî H1ρ(Ω) íå âêëàäûâàåòñÿ â L2,λ(Ω) õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî,
êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, 1 ∈ H1ρ(Ω) è 1 6∈ L2,λ(Ω) .
Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âåñ ν ≤ cλ (c > 0  ïîñòîÿííàÿ). Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî
ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå H1ρ(Ω) ⊂ L2,ν(Ω) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû∫
Ω
ν2(|x|) dx <∞ , òî åñòü ÷òîáû ν ∈ L2(Ω) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 1 ∈ H1ρ(Ω) . Äàëåå,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé óíêöèè u ∈ H1ρ(Ω) çàïèøåì ðàçëîæåíèå u(x) = u(0) + (u(x)−
− u(0)). Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ u(0) ïðèíàäëåæèò L2,ν(Ω) ïî óñëîâèþ òåîðåìû,
à óíêöèÿ u − u(0) ïðèíàäëåæèò H˙1ρ(Ω) ⊂ L2,λ(Ω) ⊂ L2,ν(Ω) . Òàêèì îáðàçîì,
u ∈ L2,ν(Ω) . Ýòî äîêàçûâàåò äîñòàòî÷íîñòü.
Ïðîñòðàíñòâî H1ρ(Ω) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ãðàèêà [5℄
îïåðàòîðà ãðàäèåíòà:
H1ρ(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∇u ∈ L2,ρ(Ω)}.
Òåîðåìà 2.7 î ïåðåíîðìèðîâêàõ ïðîñòðàíñòâ ñ íîðìîé ãðàèêà ðàáîòû [5℄ â íà-
øåì ñëó÷àå ïðèìåò âèä:
Òåîðåìà 5. Ïóñòü p  íåïðåðûâíàÿ íà H1ρ(Ω) ïîëóíîðìà òàêàÿ, ÷òî p(1) > 0 .
Òîãäà íîðìà ‖u‖ = p(u) + |u|1,ρ ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖u‖1,ρ .
Ñëåäñòâèå 1. Íîðìà ‖u‖ = |u(0)|+ |u|1,ρ ýêâèâàëåíòíà íîðìå ‖u‖1,ρ .
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Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñïðà-
âåäëèâû, êîíå÷íî, è äëÿ îáëàñòåé áîëåå îáùåãî âèäà, à òàêæå åñëè èìååòñÿ íå-
ñêîëüêî ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê; â îöåíêå (4) òåîðåìû 3 â ýòîì ñëó÷àå òî÷íàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ 4 çàìåíèòñÿ íà íåêîòîðóþ äðóãóþ ïîñòîÿííóþ, çàâèñÿùóþ îò ãåîìåòðèè
îáëàñòè è âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê âåñîâîé óíêöèè.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò  11-01-00667-a, 12-01-00955-à).
Summary
M.R. Timerbaev, N.V. Timerbaeva. Hardy Inequality with a Singular Weight inside
a Domain.
We onsider Sobolev spaes with singular weights at some internal points of a 2D-domain.
For the funtions of these spaes, Hardy inequality is proved. Embedding theorems for weighted
Sobolev spaes and theorems on equivalent renorming are obtained.
Key words: Hardy inequality, weighted Sobolev spaes, embedding theorems, equivalent
renorming theorems.
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